Neke primjene običnih diferencijalnih jednadžbi by Vučić, Krešimir
SVEUCˇILISˇTE U ZAGREBU
PRIRODOSLOVNO–MATEMATICˇKI FAKULTET
MATEMATICˇKI ODSJEK
Kresˇimir Vucˇic´
NEKE PRIMJENE OBICˇNIH
DIFERENCIJALNIH JEDNADZˇBI
Diplomski rad
Voditelj rada:
prof. dr. sc. Dijana Ilisˇevic´
Zagreb, rujan 2016.
Ovaj diplomski rad obranjen je dana pred ispitnim povjerenstvom
u sastavu:
1. , predsjednik
2. , cˇlan
3. , cˇlan
Povjerenstvo je rad ocijenilo ocjenom .
Potpisi cˇlanova povjerenstva:
1.
2.
3.
Na pocˇetku zˇelim zahvaliti svojoj mentorici prof. dr. sc. Dijani Ilisˇevic´ na ulozˇenom trudu
i strpljenju pri pisanju ovoga rada. Uz Vas sam naucˇio da je neuspjeh u rjesˇenju bilo
kojeg zadatka samo rezultat nedovoljnog broja pokusˇaja te da su hrabrost, odvazˇnost i
odlucˇnost utemeljitelji puta k napretku. Nesvjesno ste utjecali na mene kroz kolegije koje
ste mi predavali i zato sam Vas izabrao za mentora pri pisanju ovog rada. Hvala Vam!
Od pocˇetka si bila tu kao prijateljica, sestra, kolegica i uvijek mi stajala uz rame i bila
spremna pruzˇiti ruku kad je bilo najtezˇe. Proteklih pet godina bez tebe ni bi bile iste i sad
kad se okrenem iza sebe ne mogu zamisliti kako bi sve izgledalo da nisi bila tu. Petra,
hvala ti na ovih pet zlatnih godina koje si obiljezˇila svojim prisustvom.
Mojoj brac´i Daliboru, Dariu i Kristijanu koji su uvijek vjerovali u svoga malog i velikog
brata i bili mi podrsˇka unatocˇ tome sˇto su bili daleko od mene. Snahi Katarini i Tei koje
su donijele radost u moj zˇivot. Hvala vam na svemu i obec´avam vam da c´u vas i dalje
cˇiniti najponosnijom brac´om, snahom i nec´akinjom na svijetu.
Njima bez kojih ovih pet godina ne bi bile moguc´e. Njima, mojoj najvec´oj potpori i
borcima. Vama koji ste se nekada brinuli visˇe nego ja i koji ste na svojoj kozˇi najvisˇe
osjetili ovih mojih pet godina studiranja. Mama i tata, vasˇ sin je uspio jer ste uvijek
vjerovali u mene i onda kada ni sam ja nisam. Ovaj diplomski rad koji predstavlja krunu
moga obrazovanja posvec´ujem vama i sˇaljem vam najvec´u zahvalu koja se ne mozˇe
opisati rijecˇima. Mama i tata, hvala vam!
Sadrzˇaj
Sadrzˇaj iv
Uvod 1
1 Osnovne definicije i neki tipovi obicˇnih diferencijalnih jednadzˇbi 2
2 Primjene obicˇnih diferencijalnih jednadzˇbi u geometriji 6
3 Primjene obicˇnih diferencijalnih jednadzˇbi u fizici 33
4 Primjene obicˇnih diferencijalnih jednadzˇbi u biologiji i kemiji 42
5 Primjene obicˇnih diferencijalnih jednadzˇbi u ekonomiji i financijama 47
Bibliografija 55
iv
Uvod
Diferencijalna jednadzˇba je jednostavno recˇeno jednadzˇba koja povezuje neku funkciju y
(tj. x 7→ y(x)) i neke njene derivacije. Obicˇna diferencijalna jednadzˇba je jednadzˇba u
kojoj je nepoznanica funkcija jedne varijable, a koja opisuje vezu izmedu te funkcije i
njenih derivacija za proizvoljnu vrijednost varijable funkcije. Dakle, to je jednadzˇba
F(x, y, y′, . . . , y(n)) = 0,
gdje F predstavlja neki izraz koji povezuje varijablu x s o njoj ovisnom nepoznatom funk-
cijom y i njenim derivacijama y′, y′′, . . . , y(n).
Rjesˇavanje diferencijalnih jednadzˇbi je vrlo tesˇko i zauzima pazˇnju znanstvenika od
pocˇetka razvoja diferencijalnog racˇuna do danas. Na prijelazu s 19. u 20. stoljec´e to je bio
pravi izazov za mnoge matematicˇare. Diferencijalne jednadzˇbe se pojavljuju kao mate-
maticˇki modeli u rjesˇavanju vazˇnih prirodnih i tehnicˇkih problema. U raznim situacijama
se susrec´emo s nekom velicˇinom cˇija je brzina promjene proporcionalna s njenom trenut-
nom vrijednosˇc´u. Na pr. rast (pad) populacije proporcionalan je broju trenutne populacije,
brzina raspada radioaktivne tvari proporcionalna je trenutnoj kolicˇini te tvari, dobit je pro-
porcionalna kolicˇini ulozˇenog novca i slicˇno.
Cilj ovog rada je pokazati neke primjene obicˇnih diferencijalnih jednadzˇbi prvog reda
u geometriji, nekim prirodnim znanostima i ekonomiji. Rad je podijeljen u pet poglav-
lja. Prvo poglavlje je uvodnog karaktera i sluzˇi kao mali podsjetnik o diferencijalnim
jednadzˇbama te nekim tipovima diferencijalnih jednadzˇbi i nacˇinima njihova rjesˇavanja.
U drugom poglavlju bavimo se primjenama obicˇnih diferencijalnih jednadzˇbi u mode-
liranju i rjesˇavanju nekih klasicˇnih geometrijskih problema te pokazujemo primjenu na
odredivanje ortogonalnih i izogonalnih trajektorija, pojmova koji imaju veliku primjenu u
inzˇenjerstvu. U trec´em i cˇetvrtom poglavlju rada obicˇne diferencijalne jednadzˇbe primje-
njujemo u rjesˇavanju nekih tipicˇnih problema iz fizike te biologije i kemije. Peto poglav-
lje pokazuje kako se mnogi problemi u ekonomiji i financijama takoder mogu modelirati
obicˇnim diferencijalnim jednadzˇbama.
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Poglavlje 1
Osnovne definicije i neki tipovi obicˇnih
diferencijalnih jednadzˇbi
Diferencijalnom jednadzˇbom zovemo jednadzˇbu koja sadrzˇi derivacije ili diferencijale ne-
poznate funkcije.
Ako nepoznata funkcija ovisi o jednom argumentu, diferencijalna jednadzˇba zove se
obicˇna, a ako ovisi o nekoliko argumenata pa sadrzˇi parcijalne derivacije te nepoznate
funkcije, tada se jednadzˇba zove parcijalna diferencijalna jednadzˇba. Red diferencijalne
jednadzˇbe je red najvisˇe derivacije koju diferencijalna jednadzˇba sadrzˇi.
Primjeri u ovom radu sadrzˇavat c´e samo obicˇne diferencijalne jednadzˇbe prvog reda,
koje opc´enito imaju oblik
F(x, y, y′) = 0,
gdje je x argument, a y trazˇena funkcija.
Cˇesto je diferencijalnu jednadzˇbu prvog reda moguc´e rijesˇiti po y′ :
y′ = f (x, y),
a cˇesto se svode i na oblik
P(x, y)dx + Q(x, y)dy = 0.
U tom slucˇaju mozˇemo za nepoznatu funkciju uzeti y (kao funkciju od x), ali i x (kao
funkciju od y).
Funkcija koja zadovoljava diferencijalnu jednadzˇbu zove se rjesˇenje ili integral dife-
rencijalne jednadzˇbe.
Rjesˇenje ili integral diferencijalne jednadzˇbe zove se opc´im ako sadrzˇi toliko neovis-
nih konstanti po volji koliki je red diferencijalne jednadzˇbe, dok funkcije koje se dobi-
vaju iz opc´eg integrala uz razlicˇite brojcˇane vrijednosti konstanti po volji jesu partikularna
rjesˇenja te diferencijalne jednadzˇbe. Iz navedenog slijedi da opc´e rjesˇenje diferencijalne
jednadzˇbe n-tog reda uvijek sadrzˇi n neovisnih konstanti C1,C2, . . . ,Cn.
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Geometrijski svakom partikularnom integralu diferencijalne jednadzˇbe odgovara nje-
gova graficˇka predodzˇba, tj. graf u obliku ravninske krivulje koja se zove integralna krivulja
te jednadzˇbe, a opc´em integralu odgovara familija svih integralnih krivulja. Za odredivanje
jedne posebne krivulje familije (koja odgovara uvjetima konkretnog zadatka) potrebno je
u opc´e rjesˇenje uvesti pocˇetne uvjete, a ti uvjeti su na pr. za diferencijalnu jednadzˇbu prvog
reda koordinate jedne tocˇke x = x0, y = y0 kojom ta krivulja prolazi.
Rjesˇenje diferencijalne jednadzˇbe koje se ne mozˇe dobiti iz opc´eg rjesˇenja ni za kakvu
vrijednost konstante C zove se singularno rjesˇenje.
Diferencijalne jednadzˇbe sa separiranim varijablama
Diferencijalne jednadzˇbe sa separiranim varijablama su one kod kojih su varijable x i y
separirane tj. daju se separirati (odvojiti). U tom slucˇaju zadana diferencijalna jednadzˇba
se svodi na oblik
f (x)dx = F(y)dy.
Rjesˇenje te jednadzˇbe dobivamo tako da integriramo njene obje strane:∫
f (x)dx =
∫
F(y)dy + C.
Moguc´nost integriranja obiju strana jednadzˇbe mozˇemo obrazlozˇiti time sˇto varijable x i y
nisu neovisne jedna o drugoj, vec´ je y funkcija od x pa je F(y) takoder funkcija od x. Pri
rjesˇavanju diferencijalnih jednadzˇbi tog tipa postupak se obicˇno svodi na pet koraka.
1. Ako u diferencijalnu jednadzˇbu ulazi derivacija y′, pisˇemo je u obliku
dy
dx
.
2. Diferencijalna jednadzˇba se rijesˇi nazivnika.
3. Spoje se cˇlanovi koji sadrzˇe isti diferencijal.
4. Diferencijalna jednadzˇba se podijeli takvim izrazom da se varijable separiraju.
5. Diferencijalna jednadzˇba se integrira.
Homogene diferencijalne jednadzˇbe
Homogene diferencijalne jednadzˇbe imaju opc´i oblik
y′ = f
(
y
x
)
.
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Kazˇemo da je funkcija od x i y homogena obzirom na varijable ako uvrsˇtavanjem λx i λy
(gdje je λ neka konstanta po volji) umjesto x i y daje istu funkciju pomnozˇenu sa λn; takav
n se naziva stupanj homogene funkcije. Na primjer, funkcija f (x, y) = x2 − xy + y2 je
homogena funkcija drugog stupnja jer je:
f (λx, λy) = λ2x2 − λ2xy + λ2y2 = λ2(x2 − xy + y2) = λ2 f (x, y),
dok je f (x, y) =
y
x
homogena funkcija nultog stupnja, jer je
f (λx, λy) =
λy
λx
=
y
x
= f (x, y).
Homogene diferencijalne jednadzˇbe nultog stupnja svode se na diferencijalne jednadzˇbe sa
separiranim varijablama uvodenjem susptitucije:
y
x
= u,
odakle slijedi
y = x · u.
Deriviranje po x daje
y′ = xu′ + u.
To uvrstimo u zadanu diferencijalnu jednadzˇbu y′ = f
(
y
x
)
te dobivamo
xu′ + u = f (u).
Tu diferencijalnu jednadzˇbu rjesˇavamo kao diferencijalnu jednadzˇbu sa separiranim vari-
jablama pa u dobiveni rezultat umjesto u vratimo
y
x
.
Linearne diferencijalne jednadzˇbe
Diferencijalna jednadzˇba oblika
y′ + f (x)y = g(x)
naziva se linearna, jer se trazˇena funkcija y = y(x) i njena derivacija y′ pojavljuju u prvom
stupnju, dok su f (x) i g(x) zadane neprekidne funkcije od x.
Ako je g(x) = 0, ta jednadzˇba glasi y′ + f (x)y = 0, a taj se prikrac´eni oblik jednadzˇbe
zove linearna homogena diferencijalna jednadzˇba prvog reda.
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Linearnu diferencijalnu jednadzˇbu mozˇemo rijesˇiti na visˇe nacˇina. Pokazat c´emo jedan
od njih: pomoc´u supstitucije y(x) = u(x) · v(x). Uvrsˇtavanjem y = u · v i y′ = uv′ + vu′ u
y′ + f (x)y = g(x) daje
uv′ + v(u′ + f (x) · u) = g(x). (1.1)
Kako je y = u · v, jednu od tih funkcija mozˇemo uzeti proizvoljno, dok je druga odredena
jednadzˇbom (1.1). Funkciju u(x) odabrat c´emo tako da izraz u zagradama jednadzˇbe (1.1)
postane nula tj. stavit c´emo u′ + f (x)u = 0. U jednadzˇbi (1.1) ostaje
uv′ = g(x).
U tom slucˇaju dovoljno je da za u(x) dobijemo bilo koji partikularni integral (uzmemo
C = 0). Rijesˇimo jednadzˇbu u′ + f (x)u = 0 :
du
dx
= − f (x)u,∫
du
u
= − f (x)dx,
ln u = − f (x)dx,
u = e−
∫
f (x)dx.
Uvrsˇtavanjem dobivenog rezultata u uv′ = g(x) dobivamo
e−
∫
f (x)dx dv
dx
= g(x).
Slijedi
v =
∫
e
∫
f (x)dx · g(x)dx + C,
a kako je y = u · v, imamo:
y = e−
∫
f (x)dx
( ∫
e
∫
f (x)dx · g(x) + C
)
.
To je opc´e rjesˇenje linearne diferencijalne jednadzˇbe.
Postoje josˇ neki tipovi obicˇnih diferencijalnih jednadzˇbi, ali mi smo ovdje naveli one
koji c´e biti potrebni za cˇitanje i razumijevanje ovoga rada.
Poglavlje 2
Primjene obicˇnih diferencijalnih
jednadzˇbi u geometriji
Diferencijalne jednadzˇbe imaju sˇiroku primjenu u odredivanju analiticˇkog izraza funkcij-
ske ovisnosti izmedu varijabla u nekom geometrijskom problemu. Sama diferencijalna
jednadzˇba prvog reda ima svoje geometrijsko znacˇenje. Iz diferencijalne jednadzˇbe prvog
reda y′ = f (x, y) neposredno slijedi da svakoj tocˇki ravnine diferencijalna jednadzˇba do-
djeljuje tangens smjera y′ = tgα u toj tocˇki, tj. odreduje polje smjerova u ravnini. U ovom
poglavlju pokazat c´emo primjene obicˇnih diferencijalnih jednadzˇbi u nekim klasicˇnim ge-
ometrijskim problemima.
Primjer 2.1. Odredimo diferencijalnu jednadzˇbu familije parabola y = Cx2 te skup tocˇaka
u kojima sve parabole iz te familije imaju koeficijent smjera tangente jednak 1.
Slika uz primjer 2.1.
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Eliminacijom parametra C iz
y = Cx2 i y′ = 2Cx
dobiva se diferencijalna jednadzˇba zadane familije parabola:
2y − xy′ = 0.
Preostaje odrediti skup tocˇaka u kojima sve parabole iz te familije imaju koeficijent smjera
tangente jednak 1. Iz sustava
y = Cx2 i 1 = 2Cx
zakljucˇujemo da je to pravac y =
x
2
. Dakle, za svaki C parabola y = Cx2 u tocˇki presjeka s
pravcem y =
x
2
ima koeficijent smjera tangente jednak 1.
Primjer 2.2. Odredimo krivulje sa svojstvom da je povrsˇina trokuta kojeg odsijecaju tan-
genta na tu krivulju, ordinata tocˇke diralisˇta i os apscisa, jednaka konstanti
a2
2
, a , 0.
Neka trazˇene krivulje imaju jednadzˇbu y = y(x). Mora biti
|NP| · |MP| = a2, (2.1)
gdje je M tocˇka diralisˇta trazˇene krivulje i tangente, N tocˇka sjecisˇta x-osi i tangente, a P
ortogonalna projekcija tocˇke diralisˇta na x-os. Koeficijent smjera tangente na krivulju je
y′ =
dy
dx
= tgα.
Slika uz primjer 2.2.
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Primjenom trigonometrije na pravokutni trokut 4MPN dobivamo
tgα =
|MP|
|NP| .
Kako je |MP| = |y|, to je
|NP| =
∣∣∣∣∣ yy′
∣∣∣∣∣,
pa iz (2.1) slijedi
|y′|a2 = y2,
odnosno
a2y′ = ±y2.
Ovo je diferencijalna jednadzˇba sa separiranim varijablama:
dy
y2
= ±dx
a2
.
Integriranjem dobivamo
−1
y
= ± x + C
a2
,
sˇto se zbog proizvoljnosti konstante C mozˇe napisati u obliku
(C ± x)y = a2.
Dakle, trazˇene krivulje su hiperbole (C ± x)y = a2 za proizvoljnu konstantu C.
Primjer 2.3. Odredimo sve krivulje kojima je koeficijent smjera tangente u bilo kojoj tocˇki
dva puta manji od koeficijenta smjera radijus vektora diralisˇta. Napisˇimo takoder jed-
nadzˇbu one tangente krivulje familije koja prolazi tocˇkom T (4, 3).
Slika uz primjer 2.3.
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Koeficijent smjera tangente t je
y′ =
dy
dx
= tgα,
a koeficijent smjera radijus vektora r je
tg β =
y
x
.
Prema uvjetu zadatka,
2
dy
dx
=
y
x
,
odnosno
2
dy
y
=
dx
x
.
Dobili smo obicˇnu diferencijalnu jednadzˇbu sa separiranim varijablama. Odatle integrira-
njem slijedi
2
∫
dy
y
=
∫
dx
x
,
2 ln |y| = ln |x| + ln |C|,
ln y2 = ln(Cx),
y2 = Cx.
Dobili smo familiju parabola y2 = Cx kojima je os simetrije os x.
Sada odredimo jednadzˇbu one tangente krivulje dobivene familije koja prolazi tocˇkom
T (4, 3). Uvrsˇtavanjem koordinata tocˇke T (4, 3) u y2 = Cx dobivamo 9 = 4C, tj. C =
9
4
.
Stoga je trazˇena krivulja parabola
y2 =
9
4
x.
Primjer 2.4. Odredimo sve krivulje sa svojstvom da je u bilo kojoj tocˇki tih krivulja radijus
vektor r jednak duljini odsjecˇka normale izmedu krivulje i osi x.
Radijus vektor krivulje u nekoj tocˇki T (x, y) je
r = |OT | =
√
x2 + y2,
dok je duljina odsjecˇka normale od tocˇke T do sjecisˇta s x-osi
N = y
√
1 + y′2.
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Slika uz primjer 2.4.
Kako je prema uvjetu zadatka r = N, slijedi√
x2 + y2 = y
√
1 + y′2.
Kvadriranjem obiju strana i sredivanjem dobivamo
x2 + y2 = y2(1 + y′2),
x2 + y2 = y2 + y2y′2,
y2y′2 = x2,
y′2 =
x2
y2
,
y′ = ± x
y
.
Dobili smo obicˇnu diferencijalnu jednadzˇbu sa separiranim varijablama.
Promatramo dva slucˇaja: y′ =
x
y
i y′ = − x
y
.
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Prvi slucˇaj. Ako je y′ =
x
y
, tada imamo:
dy
dx
=
x
y
,
xdx = ydy,∫
xdx =
∫
ydy,
x2
2
=
y2
2
+ C,
x2 − y2 = C.
Kao rjesˇenje smo dobili familiju istostranih hiperbola.
Drugi slucˇaj. Ako je y′ = − x
y
, tada imamo:
dy
dx
= − x
y
,
ydy = −xdx,∫
xdx = −
∫
ydy,
x2
2
= −y
2
2
+ C,
x2 + y2 = C2.
Kao rjesˇenje smo dobili familiju kruzˇnica sa sredisˇtem u ishodisˇtu.
Primjer 2.5. Odredimo jednadzˇbu familije krivulja kojima diralisˇta raspolavljaju odsjecˇke
tangenata izmedu koordinatnih osi. Napisˇimo takoder jednadzˇbu one krivulje koja pripada
toj familiji i prolazi tocˇkom T (2, 1).
Neka je D(x, y) tocˇka diralisˇta tangente i krivulje, a tocˇke A i B redom sjecisˇta tangente
s x-osi odnosno y-osi. Neka su tocˇke M i C redom ortogonalne projekcije tocˇke diralisˇta
na osi x i y. Prema slici, vrijedi:
|MA| = |MD| · ctgα1 = |MD| · ctg(pi − α)
= −|MD| · ctgα = −|MD|
tgα
.
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Slika uz primjer 2.5.
Tangenta t je presjecˇnica dvaju paralelnih pravaca (pravca CD i pravca kojem pripada x-
os). Dakle, kutovi ^MAD i ^CDB su sukladni. Uz to je |AD| = |DB| prema pretpostavci, pa
slijedi da su pravokutni trokuti 4MAD i 4CDB sukladni po teoremu K-S-K o sukladnosti
dvaju trokuta. Sada imamo
|CD| = |MA| = |OM| = x, |DM| = y i tgα = y′,
odakle dobivamo:
x = − y
y′
tj. x = −ydx
dy
, pa je
dy
y
= −dx
x
.
Odatle integriranjem slijedi
ln |y| = − ln |x| + ln |C| odnosno |y| =
∣∣∣∣∣∣Cx
∣∣∣∣∣∣. (2.2)
Kako je C proizvoljna konstanta, rjesˇenje mozˇemo pisati u obliku
y =
C
x
, (2.3)
a to je familija istostranih hiperbola. Preostaje odrediti jednadzˇbu one krivulje koja prolazi
tocˇkom T (2, 1). Uvrsˇtavanjem koordinata tocˇke T (2, 1) u (2.3) dobivamo da je C = 2,
odakle slijedi da je
y =
2
x
jednadzˇba krivulje koja prolazi tocˇkom T.
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Primjer 2.6. Odredimo jednadzˇbu familije krivulja sa svojstvom da u svakoj tocˇki krivulje
sjecisˇte tangente s y-osi raspolavlja spojnice diralisˇta tangente i sjecisˇta tangente s x-osi.
Neka je D tocˇka diralisˇta tangente i krivulje, tocˇke S 1 i S 2 redom sjecisˇta tangente s
y-osi odnosno x-osi, a tocˇka D1 ortogonalna projekcija tocˇke diralisˇta na x-os. Za trazˇenu
krivulju mora vrijediti |S 1D| = |S 1S 2|. Trokuti 4S 2OS 1 i 4S 2D1D su slicˇni prema K-K-K
teoremu o slicˇnosti trokuta, odakle slijedi
|DD1|
|OS 1| =
|S 2D|
|S 1S 2| = 2.
Slika uz primjer 2.6.
Jednadzˇba tangente na krivulju y = y(x) u tocˇki D(x0, y0) je
y − y0 = y′(x − x0),
y = y′x + y0 − y′x0.
Tocˇka S 1(0, y) pripada tangenti pa slijedi y = −y′x0 + y0. Nadalje, vrijedi |DD1| = 2|OS 1|,
|DD1| = |y0| i |OS 1| = |y|. Konacˇno slijedi
2| − y′x0 + y0| = |y0|.
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Dobili smo obicˇnu diferencijalnu jednadzˇbu sa separiranim varijablama. Ne trebamo pro-
matrati dva slucˇaja jer c´e se rezultati razlikovati samo u vrijednosti konstante C koja je
ionako proizvoljna. Imamo:
2(y − y′x) = y,
y′x =
y
2
,
y′
y
=
1
2x
,
dy
y
=
dx
2x
,∫
dy
y
=
∫
dx
2x
,
ln |y| = 1
2
ln |x| + 1
2
ln |C|,
2 ln |y| = ln |x| + ln |C|,
ln |y|2 = ln |Cx|,
y2 = Cx.
Kao rjesˇenje smo dobili familiju parabola kojima je x-os os simetrije.
Primjer 2.7. Odredimo jednadzˇbu familije krivulja kod kojih je duljina odsjecˇka normale
od tocˇke krivulje do x-osi jednaka konstanti a.
Slika uz primjer 2.7.
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Neka je M(x, y) tocˇka diralisˇta tangente i krivulje, N sjecisˇte tangente s x-osi, Q sjecisˇte
normale s x-osi te P ortogonalna projekcija tocˇke diralisˇta na x-os. Uocˇimo na slici pravo-
kutne trokute 4MPQ i 4NMP. Na trokut 4MPQ primijenimo Pitagorin poucˇak:
|PQ|2 + |PM|2 = |QM|2 = a2. (2.4)
Kako je
^PMQ = ^PNM i tg ^PNM = y′,
to je
|PQ| = |PM| · y′ = |yy′|.
Sada dobivene izraze uvrstimo u (2.4) i dobijemo diferencijalnu jednadzˇbu trazˇenih krivu-
lja:
(yy′)2 + y2 = a2. (2.5)
Jednadzˇbu (2.5) mozˇemo zapisati u obliku
± ydy√
a2 − y2
= dx.
Dobili smo diferencijalnu jednadzˇbu sa separiranim varijablama. Integriranje daje
±
√
a2 − y2 = x + C,
odnosno
(x + C)2 + y2 = a2.
Dakle, trazˇene krivulje su kruzˇnice sa sredisˇtem na x-osi i polumjerom a.
Prisjetimo se, subnormala je projekcija na apscisu onog dijela normale na zadanu krivu-
lju koji je smjesˇten izmedu krivulje i apscise (njena duljina je na slici oznacˇena sa D), a sub-
tangenta je projekcija na apscisu onog dijela tangente na zadanu krivulju koji je smjesˇten
izmedu krivulje i apscise (njezina duljina je na slici oznacˇena sa d). Analiticˇki je duljina
subnormale apsolutna vrijednost umnosˇka koordinate y i derivacije y′ u zadanoj tocˇki do-
dira, a duljina subtangente apsolutna vrijednost omjera koordinate y i njezine derivacije y′
u zadanoj tocˇki dodira. Dokazˇimo te dvije tvrdnje. Trokut 4OAD je pravokutan trokut. Na
njega primijenimo trigonometriju pravokutnog trokuta te dobivamo
d =
∣∣∣∣∣∣ ytgα
∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣ yy′
∣∣∣∣∣∣.
Analogno tome, trokut 4ABD je pravokutan trokut, pa vrijedi
D = |y · tgα| = |yy′|.
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Slika: Subtangenta i subnormala
Primjer 2.8. Odredimo jednadzˇbu familije krivulja kojima je subtangenta u bilo kojoj tocˇki
jednaka aritmeticˇkoj sredini koordinata diralisˇta te posebno odredimo onu krivulju familije
koja prolazi tocˇkom M(4, 3).
Slika uz primjer 2.8.
Neka je T diralisˇte tangente i krivulje, A sjecisˇte tangente s x-osi, a T ′ ortogonalna
projekcija tocˇke diralisˇta na x-os. Primjenom trigonometrije pravokutnog trokuta na trokut
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4ATT ′ slijedi
|AT ′| = y
y′
,
sˇto je upravo duljina suptangente S T . Prema uvjetu zadatka, suptangenta S T mora biti
jednaka aritmeticˇkoj sredini koordinata diralisˇta, tj.
y
y′
=
x + y
2
,
sˇto je diferencijalna jednadzˇba familije trazˇenih krivulja. To je homogena diferencijalna
jednadzˇba. Uvodenjem supstitucije
y
x
= u (odakle je y = ux i y′ = u′x + u), jednadzˇba
prelazi u oblik
dx
x
=
1 + u
u − u2 du.
Sada rjesˇavamo dobivenu diferencijalnu jednadzˇbu:∫
dx
x
=
∫
1 + u
u − u2 du,
ln |x| + ln |C| =
∫
1
u
du +
∫
2
1 − udu,
ln |x| + ln |C| = ln |u| − 2 ln |1 − u|,
Cx =
u
(1 − u)2 .
Sada vrac´anjem supstitucije u =
y
x
dobivamo jednadzˇbu familije krivulja koje zadovolja-
vaju trazˇeno svojstvo. To su sve one krivulje cˇija je jednadzˇba oblika
Cy = (x − y)2. (2.6)
Odredimo josˇ onu krivulju familije koja prolazi tocˇkom M(4, 3). Uvrsˇtavanjem x = 4 i
y = 3 u (2.6) dobivamo C =
1
3
, pa je jednadzˇba trazˇene krivulje
y = 3(x − y)2.
Primjer 2.9. Odredimo jednadzˇbu familije krivulja kod kojih je duljina tangente od tocˇke
dodira do x-osi jednaka duljini odjecˇka kojeg ta tangenta odsijeca na x-osi.
Jednadzˇba tangente na krivulju y = y(x) u tocˇki T (x0, y0) je
y − y0 = y′(x − x0).
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Slika uz primjer 2.9.
Neka je tocˇka B(b, 0) tocˇka u kojoj tangenta sijecˇe x-os. Zˇelimo odrediti sve krivulje
za koje vrijedi |OB| = |BT |. Da bismo odredili duljinu duzˇine BT , koristit c´emo formulu
za udaljenost dviju tocˇaka u koordinatnom sustavu u ravnini:
|BT | =
√
(x0 − b)2 + (y0 − 0)2.
Prije toga, iz jednadzˇbe tangente na krivulju u tocˇki T izrazimo b :
b =
y′x0 − y0
y′
.
Sada imamo da je
|BT | =
√(
x0 − y
′x0 − y0
y′
)2
+ y20.
Trazˇimo sve krivulje za koje vrijedi |OB| = |BT |. Stoga imamo√(
x0 − y
′x0 − y0
y′
)2
+ y20 =
∣∣∣∣∣∣y′x0 − y0y′
∣∣∣∣∣∣.
Odatle nakon kvadriranja i sredivanja dobijemo diferencijalnu jednadzˇbu trazˇene familije
krivulja koja glasi
y′y2 = x2y′ − 2xy.
POGLAVLJE 2. PRIMJENE U GEOMETRIJI 19
Prilikom sredivanja izraza dijelili smo sa y′ jer u slucˇaju y′ = 0 dobivamo pravce te zadatak
nema smisla. Sada imamo
(x2 − y2)y′ = 2xy,
odnosno
y′ =
2xy
x2 − y2 . (2.7)
Uocˇavamo da je dobivena jednadzˇba (2.7) homogena diferencijalna jednadzˇba. Dijelje-
njem brojnika i nazivnika sa x2 dobivamo
y′ =
2 · y
x
1 −
(
y
x
)2 .
Uvodenjem supstitucije
y
x
= u (tada je y = ux i y′ = u′x + u), ova jednadzˇba postaje
u′x + u =
2u
1 − u2 .
Time smo homogenu diferencijalnu jednadzˇbu sveli na diferencijalnu jednadzˇbu sa separi-
ranim varijablama:
u′x =
u + u3
1 − u2 .
Sada rjesˇavamo dobivenu jednadzˇbu:
1 − u2
u(1 + u2)
du =
dx
x
,∫
1 − u2
u(1 + u2)
du =
∫
dx
x
,∫
(1 + u2) − 2u2
u(1 + u2)
du =
∫
dx
x
,∫
du
u
−
∫
2udu
1 + u2
=
∫
dx
x
,
ln |u| − ln(1 + u2) = ln |x| + ln |C|,
u = Cx(1 + u2).
Vrac´anjem supstitucije u =
y
x
dobivamo jednadzˇbu familije krivulja koje zadovoljavaju
trazˇeno svojstvo, a to su sve krivulje cˇija je jednadzˇba oblika
y
x
= Cx
(
1 +
y2
x2
)
,
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odnosno
x2 +
(
y − C
2
)2
=
C2
4
.
Dakle, trazˇene krivulje su kruzˇnice sa sredisˇtem u tocˇki
(
0,
C
2
)
i polumjerom
|C|
2
. Na slici
su prikazana neka rjesˇenja za razlicˇite vrijednosti C.
Slika uz primjer 2.9.
Primjer 2.10. Tocˇka M krivulje y = y(x) ortogonalno se projicira na y-os u tocˇku Q,
a normala krivulje u tocˇki M sijecˇe x-os u tocˇki N. Odredimo sve krivulje y = y(x) sa
svojstvom da pravac koji prolazi ishodisˇtem koordinatnog sustava u ravnini i tocˇkom M
sijecˇe pravac QN pod pravim kutom, a potom odredite onu krivulju familije koja prolazi
tocˇkom (3, 0).
Da bismo postavili jednadzˇbu familije krivulja koje zadovoljavaju trazˇeno svojstvo,
dovoljno je odrediti koeficijente smjera zadanih pravaca te iskoristiti da su dva pravca
okomita ako i samo ako je umnozˇak njihovih koeficijenata smjera jednak −1, tj.
k1 · k2 = −1.
Apscisu tocˇke N odredujemo iz jednadzˇbe normale na krivulju. Neka je tocˇka M zadana
koordinatama M(x0, y0). Jednadzˇba normale na krivulju dana je jednadzˇbom
y − y0 = −1y′ (x − x0).
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Slika uz primjer 2.10.
Stoga tocˇka N ima koordinate N(x0 + y0y′, 0). Tocˇka Q nalazi se na y-osi i ima koordi-
nate Q(0, y0). Buduc´i da su nam poznate dvije tocˇke pravca QN, lako odredimo njegov
koeficijent smjera:
k1 =
−y0
x0 + y0y′
.
Analogno, koeficijent smjera pravca koji prolazi ishodisˇtem i tocˇkom M je
k2 =
y0
x0
.
Prema uvjetu zadatka mora vrijediti k1 · k2 = −1, pa diferencijalna jednadzˇba familije
trazˇenih krivulja glasi
y′ +
x
y
=
y
x
.
Dobili smo homogenu diferencijalnu jednadzˇbu. Uvodenjem supstitucije
y
x
= u (tada je y =
ux i y′ = u′x + u), jednadzˇba prelazi u oblik
u′u = −1
x
,
a to je diferencijalna jednadzˇba sa separiranim varijablama. Sada rjesˇavamo dobivenu
diferencijalnu jednadzˇbu:
udu = −dx
x
,
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∫
udu = −
∫
dx
x
,
u2
2
= ln
∣∣∣∣∣∣Cx
∣∣∣∣∣∣,
u2 = ln
C2
x2
.
Dobili smo jednadzˇbu u2 = ln
C2
x2
i vrac´anjem supstitucije u =
y
x
dobivamo jednadzˇbu
familije krivulja koje zadovoljavaju trazˇeno svojstvo. To su sve krivulje cˇija je jednadzˇba
oblika
y2 = x2 ln
C2
x2
. (2.8)
Potrebno je josˇ odrediti jednadzˇbu one medu tim krivuljama koja prolazi tocˇkom (3, 0).
Uvrsˇtavanjem x = 3 i y = 0 u
y2 = x2 ln
C2
x2
dobivamo C2 = 9. Dakle, jednadzˇba krivulje koja zadovoljava trazˇena svojstva i prolazi
tocˇkom (3, 0) je
y2 = x2 ln
9
x2
.
Primjer 2.11. Odredimo krivulju koja prolazi tocˇkom (1, 0) i ima svojstvo da je odsjecˇak
tangente na y-osi jednak udaljenosti tocˇke dodira od ishodisˇta koordinatnog sustava u
ravnini.
Kako jednadzˇba tangente na krivulju y = y(x) u tocˇki T (x0, y0) glasi
y − y0 = y′(x − x0),
to je odsjecˇak tangente na y-osi jednak
y = y0 − y′x0.
Udaljenost ishodisˇta do tocˇke dodira je jednaka
|OT | =
√
x20 + y
2
0.
Dakle, problem se svodi na diferencijalnu jednadzˇbu
y − y′x =
√
x2 + y2.
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Slika uz primjer 2.11.
Ovu jednadzˇbu mozˇemo napisati u obliku
y′ =
y
x
−
√
1 +
(
y
x
)2
.
Dobivena diferencijalna jednadzˇba je homogena diferencijalna jednadzˇba. Uvodenjem
supstitucije
y
x
= u (tada je y = ux i y′ = u′x + u), jednadzˇba prelazi u oblik
u′x = −
√
1 + u2,
a to je diferencijalna jednadzˇba sa separiranim varijablama. Sada rjesˇavamo dobivenu
diferencijalnu jednadzˇbu:
du√
1 + u2
= −dx
x
,
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∫
du√
1 + u2
= −
∫
dx
x
,
ln |u +
√
1 + u2| = ln
∣∣∣∣∣∣Cx
∣∣∣∣∣∣,
u +
√
1 + u2 =
C
x
.
Vrac´anjem supstitucije u =
y
x
dobivamo jednadzˇbu familije krivulja koje zadovoljavaju
trazˇeno svojstvo. To su sve krivulje cˇija je jednadzˇba oblika
y
x
+
√
1 +
(
y
x
)2
=
C
x
.
Stavljajuc´i x = 1 i y = 0 u gornju jednadzˇbu, dobivamo C = 1. Dakle, trazˇena krivulja je
x2 = −2y + 1, (2.9)
a to je parabola cˇija je os simetrije y-os.
Napomena: Da je u formulaciji zadatka umjesto ”odsjecˇak tangente” pisalo ”apso-
lutna vrijednost odsjecˇka tangente” promatrali bismo dva slucˇaja te bi pored krivulje (2.9)
rjesˇenje takoder bila krivulja
x2 = 2y + 1.
Primjer 2.12. Odredimo sve krivulje sa svojstvom da je duljina odsjecˇka koji tangenta
odsijeca na y-osi jednak apscisi tocˇke diralisˇta.
Neka je y = y(x) krivulja s trazˇenim svojstvima, tocˇka T (x0, y0) tocˇka diralisˇta tangente
i krivulje te neka je tocˇka A tocˇka sjecisˇta krivulje s y-osi. Prema pretpostavci su (0, x0)
koordinate tocˇke A. Jednadzˇba tangente glasi
y − y0 = y′(x − x0).
Kako tocˇka A pripada tangenti, imamo
x0 − y0 = −y′x0.
Dakle, trazˇena diferencijalna jednadzˇba je
x − y = −xy′,
odnosno
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Slika uz primjer 2.12.
y′ − 1
x
y = −1. (2.10)
Dobivena diferencijalna jednadzˇba (2.10) je linearna diferencijalna jednadzˇba koju rjesˇavamo.
Stavimo
f (x) = −1
x
i g(x) = −1.
Njezino opc´e rjesˇenje je
y = e
∫
1
x dx (Ce
− ∫ 1x dx),
y = eln x (C−
∫
e− ln xdx),
y = x
(
C −
∫
e− ln xdx
)
,
y = Cx − x ln |x|.
Dakle, familija krivulja koje zadovoljavaju trazˇeno svojstvo su sve krivulje cˇija je jed-
nadzˇba oblika
y = Cx − x ln |x|.
Na slici su prikazana rjesˇenja za neke vrijednosti konstante C.
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Slika uz primjer 2.12.
Ortogonalnim trajektorijama zadane familije krivulja, koja ovisi o jednom parametru,
zovemo takvu familiju krivulja koje pod pravim kutom sijeku krivulje zadane familije.
Evo postupka za odredivanje ortogonalnih trajektorija za zadanu familiju krivulja
F(x, y, a) = 0 :
1. Deriviramo po x zadanu familiju krivulja. Zatim parametar a, izrazˇen iz jednadzˇbe
zadane familije, uvrstimo u jednadzˇbu dobivenu deriviranjem. Tako dolazimo do
diferencijalne jednadzˇbe zadane familije krivulja.
2. U toj jednadzˇbi zamijenimo y′ sa − 1
y′
i tako dobivamo diferencijalnu jednadzˇbu
trazˇenih ortogonalnih trajektorija.
3. Integrirajuc´i tu jednadzˇbu dolazimo do jednadzˇbe koja predocˇuje familiju ortogonal-
nih trajektorija.
Izogonalne trajektorije su trajektorije koje sijeku krivulje zadane familije pod kutom koji
je razlicˇit od pravog kuta.
Postupak racˇunanja izogonalnih trajektorija proizlazi iz sljedec´eg zapazˇanja: ako je
dy/dx = tgϕ koeficijent smjera tangente na zadanu krivulju, te ako je dyT/dx = tgψ
koeficijent smjera tangente izogonalne trajektorije koja zadanu krivulju sijecˇe pod kutom
α, tada vrijedi
tgϕ = tg(ψ − α) = tgψ − tgα
1 + tgψ tgα
,
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odnosno
dy
dx
=
dyT
dx
− tgα
dyT
dx
tgα + 1
.
Uvrsˇtavanje ovog izraza umjesto dy/dx u jednadzˇbu F(x, y, a) = 0 i ispusˇtanje indeksa T
daje diferencijalnu jednadzˇbu izogonalne trajektorije.
U sljedec´im primjerima c´emo vidjeti kako se dobivaju ortogonalne i izogonalne trajek-
torije nekih klasa krivulja.
Primjer 2.13. Odredimo ortogonalne trajektorije familije parabola x = ay2, a ∈ R.
Deriviranjem jednadzˇbe zadanih parabola po x dobivamo:
1 = 2ayy′.
Iz jednadzˇbe parabola izrazimo parametar a :
a =
x
y2
pa uvrsˇtavanjem u 1 = 2ayy′ dobivamo
2xy′ = y,
a to je diferencijalna jednadzˇba zadane familije parabola. Uvrsˇtavanjem − 1
y′
umjesto y′
dobivamo diferencijalnu jednadzˇbu ortogonalnih trajektorija:
−2x · 1
y′
= y.
To je diferencijalna jednadzˇba sa separiranim varijablama koju rjesˇavamo:
ydy = −2xdx,∫
ydy = −2
∫
xdx,
y2
2
= −x2 + C,
y2
2
+ x2 = C,
y2
2C
+
x2
C
= 1.
POGLAVLJE 2. PRIMJENE U GEOMETRIJI 28
Slika uz primjer 2.13.
Dakle, jednadzˇba
y2
2C
+
x2
C
= 1
je trazˇena jednadzˇba ortogonalnih trajektorija, a ona predstavlja familiju koncentricˇnih
elipsi kojima je sporedna poluos
√
2 puta vec´a od glavne poluosi.
Primjer 2.14. Odredimo ortogonalne trajektorije familije istostranih hiperbola y =
a
x
,
gdje je a ∈ R.
Deriviranjem jednadzˇbe zadanih hiperbola po x dobivamo:
y′ = − a
x2
.
Iz jednadzˇbe familije parabola izrazimo parametar a :
a = xy,
pa uvrsˇtavanjem u y′ = − a
x2
dobivamo
y′ = −y
x
.
Uvrsˇtavanjem − 1
y′
umjesto y′ dobivamo diferencijalnu jednadzˇbu ortogonalnih trajektorija:
y′ =
x
y
.
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To je diferencijalna jednadzˇba sa separiranim varijablama koju rjesˇavamo:∫
ydy =
∫
xdx,
y2
2
=
x2
2
+
C
2
.
Dakle, jednadzˇba
y2 − x2 = C
je trazˇena jednadzˇba ortogonalnih trajektorija, a ona predstavlja familiju istostranih hiper-
bola.
Slika uz primjer 2.14.
Primjer 2.15. Odredimo ortogonalne trajektorije familije elipsa
x2
a2
+
y2
b2
= 1,
konstantne velike osi 2a, ovisnih o parametru b, gdje su a, b ∈ R.
Deriviranjem jednadzˇbe zadanih elipsi po x dobivamo:
2x
a2
+
2yy′
b2
= 0.
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Iz jednadzˇbe familije elipsa izrazimo parametar b :
b2 =
a2y2
a2 − x2 ,
pa uvrsˇtavanjem u prethodnu jednadzˇbu dobivamo:
xy + y′(a2 − x2) = 0.
Uvrsˇtavanjem − 1
y′
umjesto y′ dobivamo diferencijalnu jednadzˇbu ortogonalnih trajektorija:
xy − 1
y′
(a2 − x2) = 0.
To je diferencijalna jednadzˇba sa separiranim varijablama koju rjesˇavamo:
ydy = a2
dx
x
− xdx,∫
ydy = a2
∫
dx
x
−
∫
xdx,
x2
2
+
y2
2
= a2 ln |x| + a2 ln |C|,
x2 + y2 = 2a2 ln |Cx|.
Dakle, jednadzˇba x2 + y2 = 2a2 ln |Cx| je trazˇena jednadzˇba ortogonalnih trajektorija fami-
lije elipsi konstantne velike osi 2a.
Slika uz primjer 2.15.
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Primjer 2.16. Odredimo familiju izogonalnih trajektorija koje pod kutom α = 120◦ sijeku
familiju krivulja
x2 = 2a(y − x√3), a ∈ R.
Deriviranjem zadane jednadzˇbe po x dobivamo:
2x = 2a(y′ − √3),
odakle slijedi
2a =
2x
y′ − √3 .
Uvrsˇtavanjem a u zadanu familiju krivulja dobivamo diferencijalnu jednadzˇbu:
y′ = 2
y
x
− √3.
Koeficijenti smjera zadanih krivulja su iznosili tg β = y′, pa c´e koeficijenti smjera izogo-
nalnih trajektorija biti:
y′1 = tg(β − α) = tg(β − 120◦) =
tg β − tg 120◦
1 + tg β · tg 120◦ =
y′ +
√
3
1 − y′√3 .
Uvrsˇtavanjem y′1 umjesto y
′ u y′ = 2
y
x
− √3 i sredivanjem dobivamo:
y′ =
y
x
− √3
√
3
y
x
− 1
.
To je homogena diferencijalna jednadzˇba. Uvodenjem supstitucije
y
x
= u (odakle je y =
ux i y′ = u′x + u), jednadzˇba prelazi u oblik
u + xu′ =
u − √3
u
√
3 − 1 .
Sada rjesˇavamo dobivenu diferencijalnu jednadzˇbu:
x
du
dx
=
−u2√3 + 2u − √3
u
√
3 − 1 .
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Uz supstituciju u2
√
3 − 2u + √3 = t i (u√3 − 1)du = dt
2
dobivamo:
dx
x
= −1
2
dt
t
,∫
dx
x
= −1
2
∫
dt
t
,
ln |x| = ln 1√
t
+ ln |C1|,
x
√
t = C1.
Sada vrac´anjem supstitucija u x
√
t = C1 i sredivanjem dobivamo jednadzˇbu trazˇenih izo-
gonalnih trajektorija koja glasi:
xy −
√
3
2
(x2 + y2) = C.
Poglavlje 3
Primjene obicˇnih diferencijalnih
jednadzˇbi u fizici
Diferencijalne jednadzˇbe omoguc´uju matematicˇki zapis zakona koji odreduju fizikalne fe-
nomene u prirodi (na pr. za drugi Newtonov zakon za opis gibanja u polju sile). Kroz
primjere u ovom poglavlju vidjet c´emo sˇiroku primjenu diferencijalnih jednadzˇbi u fizikal-
nim zakonima.
Primjer 3.1. Tijelo se krec´e pravocrtno brzinom v koja je proporcionalna kvadratu vre-
mena t. Odredimo ovisnost izmedu prijedenog puta s i vremena t ako je poznato da je u
pocˇetnom trenutku t = 0 prijedeni put iznosio s = s0.
Kinematicˇko znacˇenje prve derivacije s po t je
v =
ds
dt
.
U nasˇem slucˇaju je
ds
dt
= kt2,
gdje je k koeficijent proporcionalnosti. Odatle dobivamo diferencijalnu jednadzˇbu
ds = kt2dt,
a to je diferencijalna jednadzˇba sa separiranim varijablama. Sada rjesˇavamo dobivenu
diferencijalnu jednadzˇbu: ∫
ds =
∫
kt2dt,
s = k
∫
t2dt,
s =
k
3
t3 + C.
33
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Dakle, opc´e rjesˇenje postavljenog problema dano je sa
s =
k
3
t3 + C.
Uvrsˇtavanjem pocˇetnih uvjeta (s = s0 za t = 0) dobivamo C = s0, pa je trazˇena ovisnost
puta s o vremenu t :
s(t) =
k
3
t3 + s0.
Primjer 3.2. Tocˇka mase m giba se pravocrtno pod djelovanjem sile F koja je proporci-
onalna vremenu t i obrnuto proporcionalna brzini gibanja v. Odredimo ovisnost izmedu
brzine v i vremena t ako je tocˇka zapocˇela gibanje iz stanja mirovanja.
Prema drugom Newtonovom zakonu je
F = m
dv
dt
,
gdje je
dv
dt
akceleracija gibanja. Prema uvjetu zadatka imamo
mdv
dt
=
kt
v
,
pa c´emo trazˇenu ovisnost dobiti rjesˇavanjem ove diferencijalne jednadzˇbe sa separiranim
varijablama:
mvdv = ktdt,
m
∫
vdv = k
∫
tdt,
m
v2
2
= k
t2
2
+ C.
Dakle, opc´e rjesˇenje postavljenog problema je
m
v2
2
= k
t2
2
+ C. (3.1)
Uvrsˇtavanjem pocˇetnih uvjeta v = 0 i t = 0 u (3.1) dobivamo C = 0, pa je
v =
√
k
m
t.
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Primjer 3.3. Okrugla plocˇica rotira u tekuc´ini. Djelovanje trenja na plocˇicu usporava
rotaciju i to proporcionalno kutnoj brzini ω okretaja. Izrazimo kutnu brzinu kao funkciju
vremena ovisnu o t ako je poznato da se za 25 sekundi od pocˇetka gibanja kutna brzina
smanjila od 100 na 50 okretaja u sekundi.
Oznacˇimo li sa ω(t) broj okretaja plocˇice u sekundi u trenutku t, tada c´e
dω
dt
biti broj
okretaja plocˇice u jednoj sekundi u trenutku t, tj. kutna brzina u tom trenutku t. Prema
uvjetu zadatka dobivamo
dω
dt
= −kω,
gdje je k koeficijent proporcionalnosti, dok je predznak minus pokazatelj da je funkcijaω(t)
padajuc´a, pa je
dω
dt
< 0. Dobili smo diferencijalnu jednadzˇbu sa separiranim varijablama
koju rjesˇavamo: ∫
dω
ω
= −k
∫
dt,
ln |ω| = = −kt + ln |C|,
ln
∣∣∣∣∣∣ωC
∣∣∣∣∣∣ = −kt,
ω = Ce−kt.
Uvrsˇtavanjem ω = 100 i t = 0 dobivamo C = 100, pa je
ω = 100e−kt. (3.2)
Koeficijent proporcionalnosti k c´emo odrediti iz drugog uvjeta (ω = 50 i t = 25):
50 = 100e−25k,
odnosno
1 = 2e−25k,
pa je
k =
ln 2
25
= 0.04 ln 2.
Konacˇno uvrsˇtavanjem u (3.2) dobivamo
ω(t) = 100e(−0.04 ln 2)t
i to je trazˇena kutna brzina kao funkcija ovisna o t.
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Slika uz primjer 3.3.
Primjer 3.4. U sobi pri stalnoj temperaturi 20◦ nalazi se tijelo ugrijano do 100◦.Odredimo
za koliko c´e se vremena to tijelo ohladiti do 25◦ ako se do 60◦ ohladilo za 10 minuta i
odredimo ovisnost temperature tijela o vremenu.
Oznacˇimo temperaturu sa T, a vrijeme sa t. Tada c´e brzina hladenja tijela biti
dT
dt
.
Newtonov zakon hladenja kazˇe da je promjena temperature objekta proporcionalna raz-
lici temperature objekta T i temperature okoline (ambijenta) Tamb. Ovaj zakon je dobra
aproksimacija procesa hladenja u standardnim uvjetima. Dobivamo
dT
dt
= −k(T − 20◦), (3.3)
gdje je k koeficijent proporcionalnosti, a predznak minus kazuje da je T (t) padajuc´a funk-
cija. Diferencijalna jednadzˇba (3.3) je diferencijalna jednadzˇba sa separiranim varijablama
koju rjesˇavamo:
dT
T − 20◦ = −kdt,
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∫
dT
T − 20◦ = −k
∫
dt,
ln |T − 20◦| = −kt + ln |C|,
ln
∣∣∣∣∣∣T − 20◦C
∣∣∣∣∣∣ = −kt,
T = 20◦ + Ce−kt.
Uvrstimo li tu T = 100 i t = 0, dobivamo C = 80◦, pa je
T = 20◦ + 80◦e−kt.
Kako je prema uvjetu zadatka T = 60◦ za t = 10 minuta, dobivamo k =
ln 2
10
. Konacˇno,
T (t) = 20◦ + 80◦e−
ln 2
10 t
je trazˇena ovisnost temperature T tijela o vremenu t. Da bismo odredili za koliko c´e se
minuta tijelo ohladiti do 25◦, uvrstimo T (t) = 25◦ i dobivamo
e−
ln 2
10 t = 2−4
odakle je t = 40 minuta.
Slika uz primjer 3.4.
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Primjer 3.5. Pod odredenim uvjetima je kolicˇina topline Q (cal), koja protjecˇe kroz povrsˇinu
P (cm2) okomito na pravac strujanja topline u jednoj sekundi, konstanta i jednaka
Q = −kPdT
dx
, (3.4)
gdje je T = T (t) temperatura (◦C), a x (cm) udaljenost te povrsˇine mjerena u smjeru pros-
tiranja topline (s pocˇetkom u nekoj proizvoljnoj fiksnoj tocˇki), dok je k toplinska vodljivost
sredine. Cijev za paru polumjera 20 cm oblozˇena je omotacˇem debljine 6 cm i vodljivosti
k=0.0003. Odredimo gubitak topline u sekundi kroz metar duzˇine cijevi, ako je temperatura
vanjske povrsˇine cijevi 200◦C, a temperatura vanjske povrsˇine omotacˇa 30◦C, te ovisnost
temperature T na udaljenosti x cm od vanjske povrsˇine cijevi.
Slika uz primjer 3.5.
Povrsˇina jednog metra duzˇine cijevi na udaljenosti x cm od vanjskog zida cijevi jednaka
je
P = 2pi · (x + 10) · 100 = 200pi(x + 10),
pa uvrsˇtavanjem u (3.4) dobivamo
200pikdT = −Q dx
x + 10
.
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Dobivena diferencijalna jednadzˇba je diferencijalna jednadzˇba sa separiranim varijablama
pa integriranjem slijedi
200pikT = −Q ln(x + 10) + C. (3.5)
Prema uvjetima zadatka, za x = 0 imamo T = 200, a za x = 6 imamo T = 30. Stoga iz
(3.5) slijedi
40000pik = −Q ln 10 + C, 6000pik = −Q ln 16 + C.
Rjesˇavanjem dobivenog sustava i uvrsˇtavanjem k = 0.0003 zakljucˇujemo
Q =
34000pi · 0.0003
ln 1.6
=
10.2pi
ln 1.6
i
C = 40000pi · 0.0003 + 34000pi · 0.0003 ln 10
ln 1.6
= pi
(
12 + 10.2
ln 10
ln 1.6
)
,
pri cˇemu je Q gubitak topline za 1 sekundu. Za 1 sat gubi se
602 · 10.2pi
ln 1.6
= 245000 cal.
Ovisnost temperature T na udaljenosti x cm od vanjske povrsˇine cijevi odredimo iz (3.4) i
(3.5) i ona glasi
T = 200 − 170
ln 1.6
ln
x + 10
10
.
Primjer 3.6. U rezervoaru ima 100 litara vodene otopine od 10 kilograma soli. Voda
utjecˇe u rezervoar brzinom od 3 litre u minuti, a smjesa iz njega istjecˇe brzinom od 2 litre
u minuti, pri cˇemu se mijesˇanjem podrzˇava jednolika koncentracija. Odredimo koliko c´e
soli biti u rezervoaru po isteku jednog sata.
Koncentracijom c zadane tvari nazivamo kolicˇinu tvari u jedinici volumena. Ako je
koncentracija jednolika, onda kolicˇina tvari u volumenu V iznosi cV. Neka je kolicˇina soli
koja se nalazi u rezervoaru x kilograma, po isteku vremena t minuta. Kolicˇina smjese u
rezervoaru u tom trenutku bit c´e (100 + t) litara i prema tome c´e koncentracija biti
c =
x
100 + t
kg/l.
U toku vremena dt iz rezervoara istjecˇe 2dt litara smjese sa 2cdt kilograma soli. Prema
tome, promjenu dx kolicˇine soli u rezervoaru opisuje odnos
−dx = 2cdt ili − dx = 2x
100 + t
dt.
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To je trazˇena diferencijalna jednadzˇba postavljenog problema. Radi se o diferencijalnoj
jednadzˇbi sa separiranim varijablama koju rjesˇavamo:
−dx
x
=
2dt
100 + t
,
−
∫
dx
x
= 2
∫
dt
100 + t
,
ln |x| = −2 ln(100 + t) + ln |C|,
x =
C
(100 + t)2
.
Konstantu C odredujemo iz pocˇetnih uvjeta: za t = 0 i x = 10 dobivamo C = 100000.
Prema tome, po isteku jednog sata u rezervoaru c´e biti
x =
100000
1602
≈ 3.9 kilograma soli.
Primjer 3.7. Zrcalo reflektira sve zrake koje izlaze iz jedne tocˇke O (izvora svjetlosti)
paralelno sa zadanim smjerom ON. Promatramo ravni presjek zrcala prikazan na slici.
Neka je M jedna tocˇka tog zrcala. Ishodisˇte koordinatnog sustava u ravnini smjestimo u
zadanu tocˇku O, a y-os uzmimo u smjeru ON. Tada je OM upadna, a MS (koja je paralelna
sa ON) reflektirana zraka. Pravac MN je normala, a PM tangenta na presjek zrcala.
Odredimo oblik tog zrcala.
Slika uz primjer 3.7.
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Kako je kut upadne zrake jednak kutu reflektirane zrake, vrijedi
^OMN = ^NMS .
Pravac MN je presjecˇnica paralelnih pravaca ON i MS pa je kut ^MNK = ^NMS . Slijedi
^OMN = ^MNK i stoga je trokut 4OMN jednakokracˇan, pa je |OM| = |ON |. Nadalje,
|ON | = |OK| + |KN |. (3.6)
Prema slici vrijedi
|OM| =
√
x2 + y2 i |OK| = y, (3.7)
kao i
|KN | = x · tg β = x · tg(90 − α) = x · ctgα = x
tgα
=
x
y′
. (3.8)
Uvrsˇtavanjem (3.7) i (3.8) u (3.6) slijedi√
x2 + y2 = y +
x
y′
,
odakle sredivanjem izraza i dijeljenjem sa y dobivamo
dx
dy
=
√(
x
y
)2
+ 1 − 1
x
y
. (3.9)
Dobivena jednadzˇba je homogena diferencijalna jednadzˇba, pa uvodenjem supstitucije
x
y
=
u (tada je x = uy i x′ = u′y + u), jednadzˇba prelazi u oblik
udu√
1 + u2 − (1 + u2)
=
dy
y
.
Uz supstituciju 1 + u2 = t2 i udu = tdt dobivamo
dt
1 − t =
dy
y
.
Integriranjem dobivene diferencijalne jednadzˇbe te vrac´anjem uvedenih supstitucija dobi-
vamo rjesˇenje postavljenog problema tj.√
x2 + y2 = y + C,
odnosno
y =
x2 −C2
2C
.
Rjesˇenje predocˇuje familiju parabola kojima je y-os os simetrije, a tocˇka O zajednicˇki
fokus. Dakle, zrcalo mora imati oblik paraboloida.
Poglavlje 4
Primjene obicˇnih diferencijalnih
jednadzˇbi u biologiji i kemiji
U biologiji i kemiji mozˇemo pronac´i mnogo primjera prirodnih modela rasta i pada koji se
mogu modelirati obicˇnim diferencijalnim jednadzˇbama. Posebno je zanimljiva dinamika
populacije nekih zˇivih vrsta koja uz odredene uvjete dozˇivljava promjene. Velicˇina popu-
lacije je funkcija ovisna o vremenu te se svi matematicˇki modeli rasta populacije mogu
podijeliti na kontinuirane i diskretne. U ovom poglavlju pokazat c´emo kako se mnogi
takvi modeli mogu modelirati i rijesˇiti obicˇnim diferencijalnim jednadzˇbama uz odredene
pocˇetne uvjete.
Primjer 4.1. Trenutna masa stabla je priblizˇno 1.6 t. Ako je njegov godisˇnji koeficijent
prirasta k = 0.02, odredimo opc´i zakon tog prirasta te masu stabla nakon 9 mjeseci.
Stopa promjene velicˇine M obzirom na vrijeme t proporcionalna je trenutnoj masi M
pa c´e opc´i zakon tog prirasta biti rjesˇenje diferencijalne jednadzˇbe
dM
M
= 0.02dt.
Rjesˇavamo dobivenu diferencijalnu jednadzˇbu sa separiranim varijablama:∫
dM
M
= 0.02
∫
dt
ln M = 0.02t + C
M(t) = Ce0.02t.
Prema tome, opc´i zakon tog prirasta uz pocˇetni uvjet M(0) = 1.6 glasi
M(t) = 1.6e0.02t. (4.1)
42
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Odredimo sada masu stabla nakon 9 mjeseci. Vrijeme t racˇunamo u godinama pa zbog
toga masu stabla nakon 9 mjeseci mozˇemo odrediti iz (4.1) uvrsˇtavanjem t = 0.75 :
M(0.75) = 1.6e0.02·0.75 = 1.6e0.015 ≈ 1.624.
Dakle, masa stabla nakon 9 mjeseci c´e biti priblizˇno 1.624 t.
Primjer 4.2. Kultura bakterija razmnozˇava se tako da nakon sat vremena broji 1000 bak-
terija, a nakon 4 sata 3000 bakterija. Odredimo zakonitost promjene broja bakterija u
ovisnosti o vremenu t te odredimo pocˇetni broj bakterija u trenutku t = 0.
Oznacˇimo sa N(t) broj bakterija u vremenu t te neka je k konstanta ovisna o vremenu.
Prirast mozˇemo opisati diferencijalnom jednadzˇbom
dN
dt
= kN.
To je diferencijalna jednadzˇba sa separiranim varijablama koju rjesˇavamo na uobicˇajeni
nacˇin:
dN
N
= kdt,∫
dN
N
= k
∫
dt,
ln |N| = kt + ln |C|,
N(t) = Cekt.
Da bismo odredili zakonitost promjene broja bakterija ovisno o vremenu t, iskoristit c´emo
da je N(1) = 1000 i N(4) = 3000. Uvrsˇtavanjem zadanih uvjeta u
N(t) = Cekt
dobivamo
Cek = 1000, Ce4k = 3000,
odakle je
k =
1
3
ln 3 ≈ 0.366, C = 1000
3√3 ≈ 693.361.
Stoga je trazˇena ovisnost broja bakterija o vremenu t :
N(t) = 1000 · 3 t−13 . (4.2)
Preostaje josˇ odrediti pocˇetni broj bakterija, a to odredujemo uvrsˇtavanjem t = 0 u (4.2):
N(0) = 1000 · 3− 13 ≈ 693.
Dakle, pocˇetni broj bakterija bio je 693.
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Primjer 4.3. U populaciji s 500 misˇeva njih 5 namjerno je zarazˇeno zaraznom bolesˇc´u
kako bi se testirao model sˇirenja zaraze koji pretpostavlja da je brzina promjene broja
zarazˇenih misˇeva proporcionalna produktu broja zarazˇenih i broja zdravih misˇeva. Ako je
poznato da je 24 sata nakon pocˇetka eksperimenta pregledom ustanovljeno da se bolesˇc´u
zarazilo josˇ 5 misˇeva, odredimo koliko je vremena prema modelu potrebno da se zarazi
polovina populacije.
Oznacˇimo li sa M(t) broj zarazˇenih misˇeva u vremenu t, a pocˇetni broj zdravih misˇeva
sa M0 = 5, onda je broj zdravih misˇeva 500 − M(t). Pretpostavlja se da je brzina promjene
broja zarazˇenih misˇeva proporcionalna produktu broja zarazˇenih i broja zdravih misˇeva, pa
slijedi da je
dM
dt
= kM(500 − M), (4.3)
gdje je k konstanta proporcionalnosti. Jednadzˇba (4.3) je diferencijalna jednadzˇba sa sepa-
riranim varijablama koju rjesˇavamo:
dM
M(500 − M) = kdt,∫
dM
M(500 − M) = k
∫
dt,
1
500
( ∫
dM
M
+
∫
dM
500 − M
)
= k
∫
dt,
1
500
(
ln M − ln(500 − M)
)
= kt +
1
500
ln |C|,
ln
M
500 − M = 500kt + ln |C|,
M
500 − M = |C|e
500kt,
M(t) =
500|C|e500kt
1 + |C|e500kt .
Dobivamo da je trazˇena ovisnost broja zarazˇenih misˇeva o vremenu t jednaka
M(t) =
500Ce500kt
1 + Ce500kt
, gdje je C > 0. (4.4)
Da bismo odredili koliko je (prema zadanom modelu) potrebno vremena da se zarazi po-
lovina populacije, koristimo pocˇetne uvjete: za t = 0 je M = 5, a za t = 24 je M = 10.
Uvrsˇtavanjem pocˇetnih uvjeta u (4.4) dobivamo
C =
1
99
i k =
1
12000
ln
99
49
.
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Uvrsˇtavanjem izracˇunatih C i k u (4.4) dobivamo trazˇenu ovisnost:
M(t) =
500
99
·
(
99
49
) 1
24
1 +
1
99
·
(
99
49
) 1
24
t. (4.5)
Ukupan broj misˇeva je 500, pa uvrsˇtavanjem M = 250 u (4.5) dobivamo vrijeme nakon
kojega c´e biti zarazˇena polovina misˇeva:
t ≈ 156.808 sati.
Slika uz primjer 4.3.
Primjer 4.4. Neka laboratorij ima R = 10g radija-226 cˇije je vrijeme poluraspada 1602
godine. Kolicˇina raspadnutog radija je proporcionalna kolicˇini neraspadnutog radija u
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trenutku t. Odredimo koliko c´e radija biti na raspolaganju nakon 150 godina i kada c´e
laboratorij imati 6g radija-226.
Oznacˇimo sa R(t) kolicˇinu raspadnutog radija u trenutku t. Neka je konstanta k ovisna
o vremenu. U ovom slucˇaju konstanta k ima negativan predznak jer se kolicˇina radija
smanjuje. Dakle, zadani odnos mozˇemo modelirati diferencijalnom jednadzˇbom
dR
dt
= −kR.
To je diferencijalna jednadzˇba sa separiranim varijablama koju rjesˇavamo:
dR
R
= −kdt,∫
dR
R
= −k
∫
dt,
ln R = −kt + ln |C|,
R(t) = Ce−kt.
Jednadzˇbom
R(t) = 10e−kt
modelirali smo kolicˇinu raspadnutog radija u trenutku t za neku konstantu k. Uvrsˇtavanjem
pocˇetnih uvjeta R = 5 za t = 1602 odredujemo konstantu k. Dakle, za zadane pocˇetne
uvjete dobivamo
k =
ln 2
1602
.
Dakle, jednadzˇba koja modelira trazˇenu situaciju je
R(t) = 10e−
ln 2
1602 ·t. (4.6)
Da bismo odredili koliko c´e radija biti na raspolaganju nakon 150 godina i kada c´e labo-
ratorij imati 6 g radija-226, uvrsˇtavanjem u (4.6) dobivamo da c´e laboratorij nakon 150
godina na raspolaganju imati
R ≈ 9.3716 g
radija-226, te da c´e imati 6 g radija-226 nakon
t ≈ 1180 godina.
Poglavlje 5
Primjene obicˇnih diferencijalnih
jednadzˇbi u ekonomiji i financijama
U ekonomiji i financijama se mogu pojaviti mnogi problemi u kojima je iz zadanih funkcija
granicˇnih velicˇina potrebno odrediti funkcije ukupnih velicˇina uz odredene pocˇetne uvjete.
U sljedec´im primjerima pokazat c´emo kako se takvi problemi mogu modelirati obicˇnim
diferencijalnim jednadzˇbama te interpretaciju njihova rjesˇenja.
Primjer 5.1. Ako je Q kolicˇina proizvodnje, a T (Q) funkcija ukupnih trosˇkova proizvodnje,
tada je
dT
dQ
funkcija granicˇnih trosˇkova proizvodnje. Ako je zadana funkcija granicˇnih
trosˇkova proizvodnje
Q 7→ 5Q + 300,
odredimo funkciju ukupnih trosˇkova proizvodnje ako je poznato da fiksni trosˇkovi iznose
800, tj. T (0) = 800.
Zadanu funkciju granicˇnih trosˇkova mozˇemo pisati u obliku
dT
dQ
= 5Q + 300.
To je diferencijalna jednadzˇba sa separiranim varijablama koju rjesˇavamo:
dT = (5Q + 300)dQ,∫
dT =
∫
(5Q + 300)dQ,
T (Q) =
5
2
Q2 + 300Q + C.
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Dakle, opc´e rjesˇenje diferencijalne jednadzˇbe je funkcija ukupnih trosˇkova
T (Q) =
5
2
Q2 + 300Q + C. (5.1)
Da bismo odredili trazˇeno partikularno rjesˇenje, izracˇunat c´emo vrijednost konstante C
iz zadanog pocˇetnog uvjeta T (0) = 800. Uvrsˇtavanjem u (5.1) dobivamo C = 800 pa je
trazˇena funkcija ukupnih trosˇkova:
T (Q) =
5
2
Q2 + 300Q + 800.
Primjer 5.2. Pojam elasticˇnosti se cˇesto koristi u suvremenoj trzˇisˇnoj ekonomiji kako bi
se opisalo ponasˇanje potrosˇacˇa i proizvodacˇa, odnosno kupaca i prodavacˇa na trzˇisˇtu.
Koeficijent elasticˇnosti opisuje koliko su ponuda i potrazˇnja osjetljive na promjenu cijena
tj. Ey,x =
xdy
ydx
. Odredimo funkciju y(x) za koju je zadan koeficijent elasticˇnosti
Ey,x = 3x–2.
Trazˇenu promjenu mozˇemo zapisati u obliku:
xdy
ydx
= 3x − 2.
To je diferencijalna jednadzˇba sa separiranim varijablama koju rjesˇavamo:
dy
y
=
(
3 − 2
x
)
dx,∫
dy
y
=
∫ (
3 − 2
x
)
dx,
ln |y| = 3x − 2 ln |x| + ln |C|,
y(x) =
C
x2
e3x.
Primjer 5.3. U ekonomiji se cijena proizvoda obicˇno prati u odredenom vremenskom in-
tervalu. Zato je cijenu prirodno promatrati kao funkciju vremena. Ako cijena p(t) nekog
proizvoda dostizˇe granicˇnu vrijednost p kao limt→∞ p(t), tada se kazˇe da je cijena pro-
izvoda dinamicˇki stabilna i p se naziva ravnotezˇna cijena. Da bi se proizvod prodao po
sˇto povoljnijoj cijeni, onda ona mora biti obrnuto proporcionalna svojoj promjeni u nekom
(krac´em) vremenskom periodu. Tako je omoguc´eno formiranje odredene diferencijalne jed-
nadzˇbe koju ta cijena zadovoljava. Neka cijena p(t) proizvoda zadovoljava diferencijalnu
jednadzˇbu
dp
dt
= 10 − 0.5p, t ≥ 0.
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Odredimo p(t), ravnotezˇnu cijenu proizvoda te za pocˇetne uvjete p(0) = 40, p(0) = 10 i
p(0) = 20 opisˇimo ponasˇanje cijene proizvoda.
Zadana diferencijalna jednadzˇba je diferencijalna jednadzˇba sa separiranim varijablama
koju rjesˇavamo:
dp
10 − 0.5p = dt,∫
dp
10 − 0.5p =
∫
dt,
−2 ln |10 − 0.5p| = t − 2 ln
∣∣∣∣∣∣12C
∣∣∣∣∣∣,
10 − 0.5p = 1
2
Ce−0.5t,
p(t) = 20 −Ce−0.5t.
Izracˇunajmo ravnotezˇnu cijenu proizvoda p :
p = lim
t→∞ p(t) = limt→∞(20 −Ce
−0.5t) = 20.
Dakle, ravnotezˇna cijena proizvoda je p = 20. Sada racˇunamo p(t) za sve zadane pocˇetne
uvjete.
Prvi slucˇaj p(0) = 40 :
p(0) = 20 −C,
40 = 20 −C,
C = −20,
p(t) = 20 + 20e0.5t.
Drugi slucˇaj p(0) = 10 :
p(0) = 20 −C,
10 = 20 −C,
C = 10,
p(t) = 20 + 10e0.5t.
Trec´i slucˇaj p(0) = 20 :
p(0) = 20 −C,
20 = 20 −C,
C = 0,
p(t) = 20.
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Slika uz primjer 5.2.
Uocˇimo: ako je p(0) > p, onda cijena pada i ima granicˇnu vrijednost p; ako je p(0) < p,
onda cijena raste i takoder ima granicˇnu vrijednost p; ako je p(0) = p, tada cijena ostaje
stalna i ne ovisi o t.
Primjer 5.4. Novac se kontinuirano ulazˇe na racˇun po stopi od 2000 kuna godisˇnje uz
kamatnu stopu od 8% koja se pripisuje neprekidno. Odredimo iznos A na racˇunu nakon
t godina. Nadalje, ako znamo da je pocˇetni iznos na racˇunu bio 0 kn, odredimo kolicˇinu
novca na racˇunu nakon 5 godina.
Trazˇenu ovisnost mozˇemo modelirati diferencijalnom jednadzˇbom
dA
dt
= 0.08A + 2000.
To je diferencijalna jednadzˇba sa separiranim varijablama koju rjesˇavamo:
dA
0.08A + 2000
= dt,
∫
dA
0.08A + 2000
=
∫
dt,
A(t) = Ce0.08t − 25000.
Iz uvjeta zadatka znamo da je pocˇetni iznos na racˇunu 0 kuna. Stoga, uvrsˇtavajuc´i t = 0 i
A(0) = 0 u A(t) = Ce0.08t − 25000, dobivamo C = 25000. Dakle, trazˇena ovisnost se mozˇe
modelirati jednadzˇbom
A(t) = 25000e0.08t − 25000. (5.2)
Da bismo odredili koliko c´e novaca biti na racˇunu nakon 5 godina, uvrstimo t = 5 u (5.2)
te dobivamo
A(5) ≈ 12296.
Dakle, nakon 5 godina na racˇunu c´e biti priblizˇno 12296 kuna.
Sazˇetak
U ovom radu su opisane neke primjene obicˇnih diferencijalnih jednadzˇbi u geometriji, ne-
kim prirodnim znanostima i ekonomiji. Navedeni su razlicˇiti primjeri problema koji se mo-
deliraju diferencijalnim jednadzˇbama. Pokazano je kako su u njihovom rjesˇavanju kljucˇna
dva koraka. Prvi korak je postaviti odgovarajuc´u diferencijalnu jednadzˇbu koja opisuje
vezu medu velicˇinama koje se pojavljuju u tom problemu. Zatim se dobivena diferenci-
jalna jednadzˇba rjesˇava metodama matematicˇke analize, preciznije, teorije diferencijalnih
jednadzˇbi.
Summary
Some applications of ordinary differential equations in geometry, science and economics
are described in this thesis. Various examples of problems which can be modeled by dif-
ferential equations are given. The solving of these problems includes two key steps. The
first step is to set the differential equation which describes the corresponding relationship
among variables. The obtained differential equation is then solved using the methods of
mathematical analysis, or more precisely, using the theory of differential equations.
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